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چکیده:
می شوند. محاسبه لاندبرگ کران و ورشکستگی احتمالات خسارت ، اندازه های تصادفی متغیرهای آماری توزیع از اطلاع باوجود مخاطره مدل های در

از استفاده با سبک، دم توزیع دارای و هم توزیع و مستقل خسارت های با بیمه شرکت زمان-گسسته و جمعی مخاطره مدل های برای مقاله این در

به دست آمده اند. خسارت  اندازه های تصادفی متغیرهای چگالی توابع کلی شکل و محاسبه شده نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات لاندبرگ کران

شیفت هندسی توزیع دارای خسارت اندازه های چگالی توابع زمان-گسسته مخاطره مدل در خاص حالت های از برخی برای که می شود داده نشان

مقادیر و نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات عددی مثال های ارائه هستند. نمایی توزیع دارای همواره جمعی مخاطره مدل برای و شده داده

می باشد. مقاله این پایانی نتایج از لاندبرگ کران و احتمالات این شبیه سازی شده

مخاطره مدل لاندبرگ، کران نمایی، توزیع شده، داده شیفت هندسی توزیع نامتناهی، زمان ورشکستگی احتمال کلیدی: واژه های

مقدمه ١

به را جهان و ایران در اقتصادی فعالیت های از قابل توجهی بخش بیمه

خدماتی و صنعتی فعالیت های دیگر همچنین است. داده اختصاص خود

در بیمه شرکت های نقش بنابراین هستند؛ بیمه بخش با کامل ارتباط در

وسعت به رغم است. اهمیت حائز بسیار صنعت ها این نگه داشتن فعال

کمی توجه تابه حال متأسفانه ایران، در بیمه ای فعالیت های اهمیت و

محاسبه است. شده آمار و ریاضی نظر از بیمه مدل های ساختار به

به برای و دارد اهمیت بسیار احتمال٣ نظریه در ورشکستگی٢ احتمالات

آمار و ریاضی روش های از استفاده به نیاز احتمالات این آوردن دست

آماری توزیع به وابسته ورشکستگی، احتمالات محاسبه البته است.

یک کنید فرض می باشد. بیمه گذاران طرف از شده رخ داده خسارت های

که را هزینه ای اگر کند. فعالیت و سرمایه گذاری به شروع بیمه شرکت

می کند پرداخت خود بیمه گذاران خسارت های رخداد بابت شرکت این

شرکت باشد، زیادتر حق بیمه ها۵ میزان و اولیه۴ سرمایه مجموع از

می شود. ورشکست

می توان بیمه در ورشکستگی احتمال مسئله محاسبه پیش گامان از

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات [٢٠] کرد. اشاره [١١] و [١٨] به

کران نیز و آورد دست به سبک۶ دم توزیع دارای خسارت های برای را

احتمال برای را کران هایی [١٩] داد. قرار مطالعه مورد را لاندبرگ٧

تحقیق و گردآوری به [١] کردند. محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی

برای را مختلفی تقریب های [٧] پرداختند. مخاطره مدل های انواع در

عددی نتایج ،[١۵] آوردند. دست به نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

ضمن [١۶] کردند. محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال برای را

نیز را ورشکستگی احتمالات زمان-گسسته٨، مخاطره مدل دقیق بررسی

جمعی٩، مخاطره مدل در بیمه حق بودن ثابت با ،[٨] کردند. محاسبه

،[٢٧] کردند. تعیین را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریب
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بازیاری٢ ابوذر ورشکستگی احتمالات محاسبه برای لاندبرگ کران

تابع زمان-گسسته، مخاطره مدل در ورشکستگی احتمال محاسبه ضمن

قبل بلافاصله مازاد مشترک احتمال تابع و ورشکستگی کسری احتمال

آوردند. دست به نیز را ورشکستگی از

بیمه شرکت زمان-گسسته مخاطره مدل در ورشکستگی احتمال [٢]

زمان ورشکستگی احتمال ،[٣] کرد. محاسبه را وابسته خسارت های با

و محاسبه دیفرانسیل معادلات و تصادفی فرآیندهای با را نامتناهی

احتمال تقریبی یافتن در لاندبرگ تقریب تعیین برای صریح فرمول یک

تصادفی متغیرهای توزیع تابع برحسب نامتناهی زمان ورشکستگی

آورد. دست به بیمه گذاران خسارت های تعداد

خسارت های برای را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال [٢٣]

زمان ورشکستگی احتمال [١٢] کردند. محاسبه آماری توزیع هر با

به فوریه سری های و لاپلاس تبدیل روش از استفاده با را نامتناهی

ورشکستگی احتمال محاسبه برای بازگشتی روش از [٢۵] آوردند. دست

کرده اند. استفاده

اعداد ضعیف قانون با را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال [٢٨]

در را نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ،[٢٢] آوردند. دست به بزرگ

ارتباط همین در عددی مثال چند و محاسبه زمان-گسسته مخاطره مدل

جمعی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمال برآورد [١۴] کردند. ارائه

دادند. قرار موردبررسی را نتایج دقت عددی مثال های با و محاسبه را

برای خسارت مازاد اتکایی بیمه مدل در را ورشکستگی احتمال [۴]
نمایی١٠ توزیع دارای خسارت ها وقتی که ثابت بیمه حق و اولیه سرمایه

نتایج و محاسبه باشند، پواسون توزیع دارای خسارت ها تعداد فرآیند و

است. گرفته قرار موردبررسی نمایی و لیندلی توزیع های برای

متغیرهای آماری توزیع دانستن با همواره بیمه مخاطره مدل های در

بین رخداد زمان های و آن ها بین استقلال فرض و خسارت تصادفی

می شوند محاسبه لاندبرگ کران و ورشکستگی احتمالات خسارت ها،

حاضر، مقاله در اما کرد)؛ رجوع [۶] به می توان وابستگی حالات (برای

متغیرهای چگالی توابع از کلی کلاس یک لاندبرگ کران از اطلاع با

زمان ورشکستگی احتمالات نیز و تعیین خسارت اندازه های تصادفی

می شوند. محاسبه نامتناهی

زمان- مخاطره مدل های بیان تعاریف، ارائه به دوم بخش در

بخش در است. شده پرداخته لاندبرگ کران نیز و جمعی و گسسته

زمان-گسسته مخاطره مدل های در لاندبرگ کران گرفتن نظر در با سوم

تصادفی متغیرهای چگالی توابع برای کلی فرمول های جمعی، مخاطره و

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات سپس و به دست آمده خسارت ها

توابع خاص، حالات در که می شود داده نشان همچنین محاسبه شده اند.

و زمان-گسسته مخاطره مدل در خسارت ها تصادفی متغیرهای چگالی

هستند. نمایی توزیع و شده داده شیفت هندسی توزیع ترتیب به جمعی

و بحث پایان در شده اند. آورده چهارم بخش در عددی مثال های

است. ارائه شده نتیجه گیری

بیمه مخاطره مدل های ٢

نوع دو سپس و بیان شده بیمه در مخاطره مفهوم ابتدا بخش، این در

مدل ها این در می شوند. معرفی بیمه شرکت در رایج مخاطره  ی مدل 

باشند، سبک دم توزیع دارای خسارت  اندازه های که است این بر فرض

خسارت اندازه های تصادفی متغیرهای گشتاور مولد تابع به عبارت دیگر

باشد. متناهی

بیمه شركت در مخاطره ٢. ١

مقدار كردن كم و دریافتی بیمه حق با اولیه ذخیره جمع کردن با

از هرلحظه در بیمه گر زمانی، دوره یك در شده داده رخ خسارت های

فرآیند زمان از هرلحظه در چون می یابد. آگاهی مخاطره فرآیند از زمان

زیر فرآیند كه زمانی اولین می توان بنابراین می گیرد، قرار موردبررسی

شركت ورشكستگی از نشانه ای این که كرد مشاهده را می گیرد قرار صفر

دریافتی بیمه حق و اولیه سرمایه از تابعی ورشكستگی زمان است.

می باشند.

بیمه شرکت زمان-گسسته مخاطره مدل ٢. ٢

در بیمه گذار طرف از كه خسارتی هر زمان-گسسته مخاطره مدل در

در تصادفی متغیر یك به عنوان می شود دریافت مشخص یک زمان

تمام جمع کردن با خسارت ها مجموع بنابراین می شود، گرفته نظر

مدل این ریاضی رابطه می آید. دست به شده رخ داده خسارت های

به صورت n زمان در مخاطره

U(n) = u+ cn−
n∑

i=١

Xi, (١)

بیمه های حق cn شرکت، اولیه سرمایه u آن، در که است تعریف شده

اندازه ،i = ١, ٢, ٣, . . . ،Xi تصادفی متغیر ،n زمان تا دریافتی

تابع و چگالی تابع با ترتیب به و بیمه گذار iامین به مربوط خسارت

تابع و گشتاور مولد تابع بوده، β میانگین دارای و F (x) و f(x) توزیع

مقدار می شود. داده نشان ΨX(t) MX(t)و با ترتیب به آن احتمال مولد
10Exponential distribution
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است. U(٠) = u یعنی بوده اولیه سرمایه با برابر صفر زمان در فرآیند

n زمان تا شده داده رخ خسارت های کل مجموع ∑n
i=١ Xi همچنین

توأم تصادفی متغیرهای خسارت ها که می شود فرض مدل این در است.

نیز و مستقل آن ها رخداد زمان از خسارت ها این اندازه بوده، مستقل

مخاطره مدل نمودار بنابراین باشند؛ سبک دم توزیع دارای خسارت ها

ورشکستگی زمان T شکل، این در است. شده داده ١ شکل در (١)

می باشد.

بیمه شرکت زمان-گسسته مخاطره مدل .١ شکل

به صورت می توان را (١) مخاطره مدل n = ١, ٢, . . . برای

U(n) = U(n− ١) + ١ −Xi, (٢)

احتمال ψI(u) کنید فرض است. U(٠) = u آن در که نوشت

برای صورت این در باشد، (٢) مدل نامتناهی زمان ورشکستگی

u = ٠, ٢, . . .

ψI(u) = P
(
∪∞

n=١ (U(n) < ٠)
)
, (٣)

P (Xi > خسارت، نامنفی و گسسته تصادفی متغیر برای اگر است.

آنگاه: باشد، P (Xi = ٠) = q و ٠) = ١ − q

F (x) = P (X ≤ x|X > ٠) = G(y)−G(٠)
p

, x = ١, ٢, ٣, . . .

و

f(x) = P (X = x|X > ٠) = g(y)

p
, x = ١, ٢, ٣, . . .

تصادفی متغیر یک Y (x) = (X = x,X > ٠) به طوری که می باشد،

این اهداف از یکی است. G(y) توزیع تابع و g(y) چگالی تابع با

مخاطره مدل های در f(x) چگالی تابع برای کلی فرم های تعیین مقاله،

است. بیمه شرکت جمعی و زمان-گسسته

بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل ٢. ٣

به صورت بیمه شرکت جمعی مخاطره فرآیند

R(t) = u+ ct−
N(t)∑
k=١

Xk, (۴)

t ≥ ٠ شرکت، اولیه سرمایه u مدل این در می شود. مدل بندی

اندازه های تصادفی متغیرهای {Xk, k = ١, ٢, . . . } زمان، نشان دهنده

تصادفی متغیرهای {Tk, k = ١, ٢, . . . } و سبک دم توزیع با خسارت

نمودار هستند. مستقل هم از که بوده خسارت ها بین رخداد زمان های

است. شده داده ٢ شکل در (۴) مخاطره مدل

بیمه شرکت زمان-گسسته مخاطره مدل .٢ شکل

R(t) = u + ct − مخاطره مدل در اگر .١ تعریف .٢. ١ تعریف

فرآیند ،{N(t); t ≥ ٠} یعنی خسارت ها تعداد فرآیند ∑N(t)
k=١ Xk

مدل را حاصل مخاطره مدل شود، گرفته نظر در λ پارامتر با پواسون

می گویند. لاندبرگ کرامر- مخاطره مدل یا کلاسیک مخاطره

خسارت های پرداخت به مربوط که هزینه هایی به غیراز بیمه شركت

كاركنان حقوق پرداخت ازجمله دیگری هزینه های است، خود بیمه گذاران

تحت مبلغی هزینه این تأمین برای دارد، نیز را بازاریابی هزینه های و

می شود. دریافت بیمه گذاران از θ ایمنی سربار عنوان

برای هرگاه می افتد اتفاق ورشکستگی ،(۴) مخاطره مدل در

احتمال اگر باشد. R(t) < ٠ همواره ،t > ٠ مقدار کوچک ترین

آنگاه: شود، داده نشان ψ(u) نماد با نامتناهی زمان ورشکستگی

ψ(u) = P
(
min
t≥٠

R(t) < ٠|R(٠)
)
= u, u, t ≥ ٠, (۵)

می شود. داده نشان ϕ(u) = ١ − ψ(u) با بقا احتمال است.

تصادفی متغیر X١ و خسارت اولین وقوع زمان T١ کنید فرض

آنگاه باشد، برقرار E(X١ − T١) < ٠ شرط اگر باشد، خسارت اولین

u ≥ ٠ برای سبک دم توزیع با هم توزیع و مستقل خسارت های برای

نامساوی: همواره

ψ(u) ≤ e−Ru, (۶)

رابطه از و بوده یکتا و مثبت ثابت مقدار R آن در که است برقرار

شده داده نامساوی اثبات (برای می شود محاسبه E(eR(X١−١)) = ١

شود). رجوع [۵] یا [١٣] به (۶) در

رابطه از بقا احتمال مشتق که کرد ثابت [٣] بازیاری

ϕ′(u) = λϕ(u)− λ

∫ u

٠
ϕ(u− x)dF (x), (٧)
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تقریب بزرگ، کافی به اندازه u برای همچنین می آید. دست به

از: است عبارت نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

ϕ(u)
١ − λβ

λM ′
X(R)− ١

e−Ru, (٨)

R نقطه در X متغیر گشتاور مولد تابع مشتق M ′
X(R) آن در که

است.

ورشکستگی احتمالات و چگالی تابع ٣

نامتناهی زمان

زمان ورشکستگی احتمالات و چگالی توابع محاسبه به بخش، این در

برای بیمه شرکت جمعی و زمان-گسسته مخاطره مدل های در نامتناهی

است. شده پرداخته سبک دم توزیع دارای خسارت  اندازه های

زمان-گسسته مخاطره مدل در احتمال ٣. ١

در نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال و چگالی تابع محاسبه به ابتدا

بنابراین ،E(eR(X١−١)) = ١ چون می شود. پرداخته (١) مخاطره مدل

احتمال مولد تابع از نتایج یافتن در راحتی برای .MX(R) = eR

به طوری که دارد وجود w > ١ کنید فرض می شود. استفاده

ΨY (w) = w, (٩)

مقادیر برای (۶) نامساوی که است بدیهی کاملا آنگاه باشد.

از: است عبارت u = ٠, ١, . . .

ψI(u) ≤ w−u, (١٠)

به صورت ΨX(t) احتمال مولد تابع برحسب (٩) تساوی همچنین

q + pΨX(w) = w (١١)

تساوی که داد نشان [٢۴] شیو می شود. نوشته

ψI(٠) =
p

q
(β − ١), (١٢)

احتمال تقریب ،u→ ∞ اگر که کردند ثابت [١٧] همچنین است. برقرار

از: است عبارت نامتناهی زمان ورشکستگی

ψI(u)
١ − pβ

Ψ′
X(w)− ١

w−u+١ =
١ − pβ

pΨ′
Y (w)− ١

w−u+١. (١٣)

برای که دارد وجود k ثابت مقدار ،(١٣) تقریب به توجه با بنابراین

تساوی u = ٠, ١, ٢, . . .

ψI(u) = kw−u, (١۴)

بایستی بنابراین است، ψI(٠) = k چون طرفی از باشد. برقرار

باشد. k ≤ ١

متغیر چگالی تابع آنگاه باشد، برقرار (١۴) تساوی اگر .٣. ١ قضیۀ

از: است عبارت زمان-گسسته مخاطره مدل در خسارت تصادفی

f(x) =

 a x = ١,

(١ − a)(١ − b)bx−٢ x = ٢, ٣, ۴, . . .
(١۵)

از: عبارت اند b و a مقادیر (١۵) تساوی در

a =
pw − k(w − q)

pw(١ − k)
, b =

١ − kw

w(١ − k)
. (١۶)

روی نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال کردن شرطی با اثبات.

u = برای رخداد، زمان اولین داده شده ی رخ خسارت های کل مجموع

داشت: خواهیم ٠, ١, ٢, . . .

ψI(u) = Ḡ(u+ ١) +
u+١∑
x=٠

g(x)ψI(u+ ١ − x)

= qψI(u+ ١) + p
(
F̄ (u+ ١)

+

u+١∑
x=١

f(x)ψI(u+ ١ − x)
)
, (١٧)

می باشد. F̄ (u) = ١ − F (u) و Ḡ(u) = ١ −G(u) آن در که

داشت: خواهیم (١٧) رابطه در u به جای u− ١ جایگذاری با

ψI(u− ١) = qψI(u) + p
(
F̄ (u) +

u∑
x=١

f(x)ψI(u− x)
)
. (١٨)

به صورت (١٨) تساوی ،(١۴) رابطه به توجه با

kw−(u−١) = qkw−u + p
(
F̄ (u) +

u∑
x=١

f(x)ψI(u− x)
)
, (١٩)

داریم: wu در (١٩) تساوی طرفین کردن ضرب با می شود. نوشته

kw = qk + p
(
F̄ (u)wu + k

u∑
x=١

f(x)wx). (٢٠)

آنگاه: باشد، u = ١ اگر

f(١) = pw − k(w − q)

pw(١ − k)
= a. (٢١)

u = ٢, ٣, ۴, . . . برای (٢٠) رابطه در u به جای u − ١ جایگذاری با

داشت: خواهیم

kw = qk + p
(
F̄ (u− ١)wu−١ + k

u−١∑
x=١

f(x)wx). (٢٢)

بر به دست آمده عبارت کردن تقسیم و (٢٠) از (٢٢) رابطه کردن کم با

داشت: خواهیم u = ٢, ٣, ۴, . . . برای pwu−١

F̄ (u)w − F̄ (u− ١) + kf(u)w = ٠. (٢٣)



١- ١٠ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ۵اندیشه

u = ٣, ۴, ۵, . . . برای (٢٣) رابطه در u به جای u − ١ جایگذاری با

داشت: خواهیم

F̄ (u− ١)w − F̄ (u− ٢) + kf(u− ١)w = ٠.

داریم: u = ٣, ۴, ۵, . . . برای (٢٣) رابطه از آن کردن کم با

wf(u)− f(u− ١) + kw
(
f(u− ١)− f(u)

)
= ٠,

تساوی ،u = ٣, ۴, ۵, . . . برای نتیجه در

f(u) =
١ − kw

w(k − ١)
f(u− ١) = bf(u− ١),

تساوی u = ٢, ٣, ۴, . . . که است بدیهی کاملا بنابراین است؛ برقرار

f(u) = f(٢)bu−٢, (٢۴)

،w(k − ١) − (١ − kw) = w − ١ > ٠ چون طرفی از است. برقرار

(٢۴) و (٢١) روابط به توجه با است. b = ١−wk
w(١−k)

< ١ بنابراین

داشت: خواهیم

١ =

∞∑
x=١

f(x) = a+ f(٢)
∞∑
x=٢

bu−٢ = a+
f(٢)
١ − b

,

مقادیر برای ترتیب همین به و می باشد f(٢) = (١−a)(١−b) بنابراین

و می آید دست به (٣. ١) قضیه در f(x) تابع مقدار u = ٣, ۴, ۵, . . .

می شود. اثبات قضیه

آنگاه: باشد، برقرار (٣. ١) قضیه شرایط اگر .١ نتیجه

ψI(u) =
p(١ − a)

q(١ − b)

(p
q
(١ − a) + b

)u
, u = ٠, ١, ٢, . . . . (٢۵)

(١۵) رابطه به توجه با است، خسارت ها میانگین β چون نکته:

داریم:

β =

∞∑
x=١

xf(x) = a+

∞∑
x=٢

xf(x) = ١ +
١ − a

١ − b
. (٢۶)

(٢۵) رابطه در آن جایگذاری با است. ١−a
١−b

= β − ١ بنابراین

تساوی

ψI(u) =
p

q
(β − ١)

(p
q
(١ − a) + b

)u
, u = ٠, ١, ٢, . . . , (٢٧)

می باشد. (١٢) فرمول دقیقاً u = ٠ برای که می آید دست به

خاص موارد ٣. ٢

خواهد متمرکز یک عدد در F توزیع تابع صورت این در ،a = ١ اگر (١

توجه با لذا می باشد. یک با برابر خسارت ها همه مقدار بنابراین و شد

،(٢۵) رابطه به

ψI(u) = ٠, u = ٠, ١, ٢, . . . ,

بود. خواهد

،(٢۵) رابطه از استفاده با صورت این در ،b = ٠ اگر (٢

ψI(u) =
(p
q
(١ − a)

)u+١
, u = ٠, ١, ٢, . . . ,

محاسبه شده ورشکستگی احتمال دقیقاً به دست آمده ورشکستگی احتمال

است. [٢۶] در

،١ قضیه طبق آنگاه ،a = ١ − b اگر (٣

f(x) = (١ − b)bx−١, x = ١, ٢, ٣, . . . ,

از: است عبارت ورشکستگی احتمال صورت این در می باشد.

ψI(u) =
p

١ − b

( b
q

)u+١
, u = ٠, ١, ٢, . . . ,

،a = ٠ کنید فرض (۴ است. شده داده [١٠] و [٢۶] در احتمال این و

،١ قضیه طبق صورت این در

f(x) = (١ − b)bx−٢, x = ٢, ٣, ۴, . . . ,

از: است عبارت ورشکستگی احتمال و

ψI(u) =
p

q(١ − b)

(p
q
+ b

)u
, u = ٠, ١, ٢, . . . .

است. محاسبه شده [٩] در نیز حالت این در به دست آمده احتمال

چگالی توابع ۴ و ٣ حالات برای می شود، ملاحظه که همان طور

هستند. شده داده شیفت هندسی توزیع دارای به دست آمده

جمعی مخاطره مدل در احتمال ٣. ٣

مقدار و چگالی تابع ،(٢ -۴) مخاطره مدل برای زیربخش این در

به توجه با می شود. محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات

تساوی u ≥ ٠ برای به طوری که دارد وجود k ≤ ١ مقدار (٨) رابطه

ψ(u) = ke−Ru, (٢٨)

است. برقرار

،x > ٠ هر برای و k = λ
λ+R

،(٢٨) تساوی به توجه با .٣. ٢ قضیۀ

f(x) = ηe−ηx, (٢٩)

است. η = R
١−k

آن در که می باشد
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داشت: خواهیم ،(٧) از استفاده با اثبات.

d

du
ψ(u) = λ

(
ψ(u)− F̄ (u)−

∫ u

٠
ψ(u− x)f(x)dx

)
. (٣٠)

eRu مقدار در تساوی طرفین کردن ضرب و (٣٠) در (٢٨) جایگذاری با

داریم:

F̄ (u)eRu = k
(R
λ

+ ١ −
∫ u

٠
eRuf(x)dx

)
. (٣١)

با حال می آید. دست به λ
λ+R

با برابر k مقدار آنگاه باشد، u = ٠ اگر

تساوی ،(٣١) رابطه طرفین از مشتق گیری

−f(u)eRu + F̄ (u)ReRu = −kf(u)eRu,

داشت: خواهیم نتیجه در که می آید دست به

f(u)

F̄ (u)
=

R

١ − k
= η.

بوده η ثابت مخاطره نرخ یا شکست نرخ دارای F توزیع تابع بنابراین

باشد. η پارامتر با نمایی چگالی تابع دارای بایستی نتیجه در و

احتمال آنگاه باشد، برقرار ٣. ٢ قضیه شرایط اگر .٢ نتیجه

از: است عبارت نامتناهی زمان ورشکستگی

ψ(u) =
λ

η
e−(η−λ)u, u ≥ ٠. (٣٢)

(٢٨) در آن ها دادن قرار و ٣. ٢ قضیه طبق R ، k مقادیر محاسبه با

،β = ١
η

چون است ذکر به لازم می آید. دست به (٣٢) رابطه به راحتی

به صورت (٣٢) رابطه بنابراین

ψ(u) = λβe−(η−λ)u, u ≥ ٠,

[٣] در شده داده (١٠) فرمول با دقیقاً باشد، u = ٠ اگر که بود خواهد

است. برابر

عددی مثال های ۴ .٣

قرار موردبررسی عددی مثال های با به دست آمده نتایج بخش، این در

ورشکستگی احتمال تابع از اطلاع باوجود ٢ و ١ مثال های در می گیرند.

اندازه های چگالی تابع فرم و محاسبه پارامترها مقادیر نامتناهی زمان

برای نیز شبیه سازی روش از ،٣ مثال در به دست آمده اند. خسارت

در است. شده استفاده نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات برآورد

اولیه فرضیات با زمان-گسسته مخاطره بيمه سبد يک برای ،۴ مثال

همراه لاندبرگ کران و نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال شده، داده

بيمه سبد يک برای ،۵ مثال است. محاسبه شده آن ها عددی مقادیر با

زمان ورشکستگی احتمال نیز واقعی، مثال یک به عنوان جمعی مخاطره

به دست آمده اند. لاندبرگ کران و نامتناهی

شرکت، جمعی مخاطره بیمه سبد یک در کنید فرض .١ مثال

احتمال تابع و λ پارامتر با پواسون توزیع دارای {N(t); t ≥ ٠} فرآیند

به صورت نامتناهی زمان ورشکستگی

ψ(u) = ٠/۶۵٢٠e−٠/٣٢٧٠u, u ≥ ٠,

است؛ k = ٠/۶۵٢٠ و R = ٠/٣٢٧٠ صورت این در باشد.

و η = ٠/٩٣٩۶۵ و λ = ٠/۶١٢۶۵ ،٣. ٢ قضیه طبق بنابراین

نمایی چگالی تابع دارای خسارت اندازه های تصادفی متغیرهای نیز

هستند. f(x) = ٠/٩٣٩۶۵e−٠/٩٣٩۶۵x

بیمه، شرکت جمعی مخاطره بیمه سبد یک در کنید فرض .٢ مثال

ایمنی سربار ،λ پارامتر با پواسون توزیع دارای {N(t); t ≥ ٠} فرآیند

به صورت نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تابع و θ

ψ(u) =
١

θ + ١
e−Ru, u ≥ ٠,

،x > ٠ برای آنگاه ،η = ١ اگر . R = θ
θ+١ آن در که باشد

کران ،λ پارامتر و ایمنی سربار مختلف مقادیر برای .f(x) = e−x

١ جدول در و محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال و لاندبرگ

شده اند. آورده

ایمنی سربار مختلف مقادیر برای λ پارامتر و نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال لاندبرگ، کران .١ جدول
١۵ ١٠ ۵ ٢ θ

e−
١۵
١۶ u e−

١٠
١١ u e−

۵
۶ u e−

٢
٣ u لاندبرگ کران

١
١۶e

− ١۵
١۶ u ١

١١e
− ١٠

١١ u ١
۶e

− ۵
۶ u ١

٣e
− ٢

٣ u نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال
١
١۶

١
١١

١
٣

١
٣ λ

است. شده رسم ٣ شکل در خسارت ها تصادفی متغیرهای چگالی تابع نمودار
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خسارت ها تصادفی متغیرهای چگالی تابع .٣ شکل

بیمه، شرکت جمعی مخاطره بیمه سبد یک در کنید فرض .٣ مثال

ایمنی سربار ،λ پارامتر با پواسون توزیع دارای {N(t); t ≥ ٠} فرآیند

به صورت نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تابع و θ

ψ(u) =
١

θ + ١
e−Ru, u ≥ ٠, (٣٣)

به صورت چگالی تابع آنگاه ،η = ١ اگر . R = ٢θ
θ+١ آن در که باشد

ورشکستگی احتمال لاندبرگ، کران برای نتایج است. f(x) = ٢e−٢x

و محاسبه ایمنی سربار مختلف مقادیر برای λ پارامتر و نامتناهی زمان

داده شده اند. ٢ جدول در

ایمنی سربار مختلف مقادیر برای λ پارامتر و نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال لاندبرگ، کران .٢ جدول
١۵ ١٠ ۵ ٢ θ

e−
٣٠
١۶ u e−

٢٠
١١ u e−

١٠
۶ u e−

۴
٣ u لاندبرگ کران

٣٠
١۶e

− ٣٠
١۶ u ١

١١e
− ٢٠

١١ u ١
۶e

− ١٠
۶ u ١

٣e
− ۴

٣ u نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال
١
٨

٢
١١

١
٣

٢
٣ λ

زمان ورشکستگی احتمالات مقادیر می توان شبیه سازی روش با

کردن برآورد برای کرد. برآورد مختلف θهای برای نیز را نامتناهی

و u ∈ {٠, ١, ٢, . . . , ١٠} اولیه سرمایه مقادیر θ = ٢ مقدار ،ψ(u)

از هرکدام برای است. گرفته شده نظر در مسیر تا N = ١٠٠٠٠ تعداد

چگالی تابع از خسارت اندازه تا ١٠٠٠ تعداد به اولیه سرمایه مقادیر

و شده تکرار بار ١٠٠٠٠ کار این و شبیه سازی شده f(x) = ٢e−٢x

گرفته، قرار صفر زیر مخاطره فرآیند که دفعاتی تعداد نسبت درنهایت

شبیه سازی شده (احتمالات شبیه سازی این نتایج می شوند. شمارش

لاندبرگ کران مقادیر نیز و (٣٣) رابطه احتمالات مقادیر با همراه (ψ′(u)

شده اند رسم ۴ شکل در آن ها نمودار همچنین داده شده اند. ٣ جدول در

منطبق هم بر نزدیکی دلیل به ψ′(u) و ψ(u) احتمالات مقادیر البته که

نمودارهای بالای در لاندبرگ کران نمودار که می شود ملاحظه نیز و هستند

دارد. قرار ورشکستگی احتمالات

لاندبرگ کران و ψ′(u) و ψ(u) احتمالات مقادیر .۴ شکل

لاندبرگ کران و ψ′(u) ،ψ(u) احتمالات مقادیر .٣ جدول
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u ψ(u) ψ′(u) لاندبرگ کران

٠ ٠/٣٣٣٣ ٠/٣١٩۵ ١

١ ٠/٨٧٨۶ ٠/٠٧۶٣۴ ٠/٢۶٣۶

٢ ٠/٠٢٣١۶ ٠/٠٢۵١٩ ٠/٠۶٩۴٨

٣ ٠/٠٠۶١٠ ٠/٠٠۵٧٣ ٠/٠١٨٣١

۴ ٠/٠٠١۶١ ٠/٠٠١٢۵ ٠/٠٠۴٨٢٨

۵ ٠/٠٠٠۴٢۴ ٠/٠٠٠۵۶٩ ٠/٠٠١٢٧٣

۶ ٠/٠٠٠١١١ ٠/٠٠٠١٠٠ ٠/٠٠٠٣٣۵

٧ ٠/٠٠٠٠٢٩۴ ٠/٠٠٠٠٢٠٣ ٠/٠٠٠٠٨٨

٨ ٠/٠٠٠٠٠٧٧ ٠/٠٠٠٠٠۶۴ ٠/٠٠٠٠٢٣٣

٩ ٠/٠٠٠٠٠٢٠۵ ٠/٠٠٠٠٠١٩٧ ٠/٠٠٠٠٠۶١۴

١٠ ۵/٣٩٨۶۶۶e− ٧ ۴/٢١۴۴٨۵e− ٧ ٠/٠٠٠٠٠١۶٢

شبیه سازی شده مقادیر اولیه، سرمایه افزایش با که می شود ملاحظه

کاهش (۴ -١) رابطه احتمالات مقادیر نیز و ورشکستگی احتمالات

کران که است بدیهی کاملا البته و می کنند میل صفر سمت به و می یابد

است. کاهش حال در نیز لاندبرگ

زمان-گسسته، مخاطره بیمه سبد یک در کنید فرض .۴ مثال

P (X > ٠) = ١
٢ خسارت ها تصادفی متغیرهای برای و w = ٣ ،k = ١

٢

و a = ١
٣ که می شود دیده به راحتی (١۶) رابطه به توجه با آنگاه باشد.

،u = ٠, ١, ٢, . . . برای ،١ نتیجه از استفاده با بود. خواهد b = − ١
٣

کران نیز و ψI(u) = ١
٢

( ١
٣

)u نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

و لاندبرگ کران برای عددی نتایج می باشد. ψI(u) ≤ ٣−u لاندبرگ

محاسبه اولیه سرمایه مقادیر برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات

سرمایه مقدار هر برای که می شود ملاحظه داده شده اند. ۴ جدول در و

لاندبرگ کران از نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات مقادیر اولیه،

هستند. کوچک تر

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات و لاندبرگ کران .۴ جدول
١٠ ۵ ٢ ١ ٠ u

٠/٠٠٠٠١٧ ٠/٠٠۴١١ ٠/١١١١ ٠/٣٣٣٣ ١ لاندبرگ کران

٠/٠٠٠٠٠٨ ٠/٠٠٢١ ٠/٠۵۵۵ ٠/١۶۶۶ ٠/۵ نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

که [٣] در شده داده ٣ مثال کاربردی، مثال یک به عنوان .۵ مثال

شرکت ۶ تنی یک بارکش کامیون های که است بیمه ای شرکت به مربوط

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال بگیرید. نظر در کرده، بیمه را باربری

R = ٠/٠٠٠٣٢۶ صورت این در است. ψ(u) = ٠/٨۶٩۵e−٠/٠٠٠٣٢۶u

λ = ٠/٠٠٢١٧٢ و η = ٠/٠٠٢۴٩٩ ،٣. ٢ قضیه به بنا و k = ٠/٨۶٩۵ و

دارای خسارت اندازه های تصادفی متغیر چگالی تابع آنگاه است.

احتمالات مقادیر می باشد. f(x) = ٠/٠٠٢۴٩٩e٠/٠٠٢۴٩٩ نمایی فرم

و محاسبه شده [٣] توسط مختلف اولیه  سرمایه های برای ورشکستگی

ورشکستگی احتمال اولیه ، سرمایه بزرگ مقادیر برای که می شود دیده

می شود. نزدیک صفر به

ورشکستگی احتمالات و لاندبرگ کران برای عددی نتایج اینجا در

در و محاسبه اولیه سرمایه مقادیر از دیگر برخی برای نامتناهی زمان

سرمایه مقدار هر برای که می شود ملاحظه مجدداً گزارش شده اند. ۵ جدول

کوچک تر لاندبرگ کران از نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات اولیه،

و ورشکستگی احتمال مقادیر اولیه، سرمایه افزایش با البته هستند.

می شوند. نزدیک تر صفر به دو هر لاندبرگ کران

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات و لاندبرگ کران .۵ جدول
١٠ ۵ ٢ ١ ٠ u

٠/٩٩۶٧۴ ٠/٩٩٩٠٢ ٠/٩٩٩٣۴ ٠/٩٩٩۶٧ ١ لاندبرگ کران

٠/٨۶۶۶٧ ٠/٨۶٨۶۵ ٠/٨۶٨٩٣ ٠/٨۶٩٢١ ٠/٨۶٩۵ نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال



١- ١٠ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٩اندیشه

نتیجهگیری و بحث ۴

بین استقلال مخاطره، مدل های در لاندبرگ کران محاسبه شرط

وجود نیز و آن ها رخداد زمان و خسارت ها تصادفی متغیرهای

باوجود حاضر، مقاله در است. سبک دم توزیع  دارای خسارت های

تصادفی متغیرهای چگالی تابع ابتدا لاندبرگ، کران بودن مشخص

جمعی و زمان-گسسته مخاطره مدل دو هر در خسارت  اندازه های

شدند. محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمالات سپس و تعیین

زمان ورشکستگی احتمالات مقادیر لاندبرگ، کران عددی، مثال های با

برای ورشکستگی احتمالات شبیه سازی شده مقادیر نیز و نامتناهی

می دهد نشان ٣ مثال نتایج شد. محاسبه ایمنی سربار مختلف مقادیر

ورشکستگی احتمالات نمودارهای بالای در لاندبرگ کران نمودار که

احتمالات مقادیر که شد دیده ۵ و ۴ مثال های در همچنین دارد. قرار

هستند. کوچک تر لاندبرگ کران مقادیر از ورشکستگی

تشکر و تقدیر ۵

محترم داوران و آماری اندیشه نشریه محترم سردبیر از مقاله نویسنده ی

پیشرفت در ارزشمندشان نظرات ارائه و مقاله دقیق مطالعه خاطر به

دارد. را قدردانی و تشکر کمال آن، کیفی و کمی
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Lundberg Bound for Computing the Ruin Probabilities and Density Functions
of Claim Sizes Random Variables

Abouzar Bazyari1

Abstract:

In risk models, the ruin probabilities and Lundberg bound are calculated despite knowing the statistical distribution of random

variables. In the present paper, for collective risk model and discrete time risk model of insurance company for independent

and identically distributed claims with light-tailed distribution, the infinite time ruin probabilities are computed using Lund-

berg bound, moreover the general forms of density functions of random variables of claim sizes are derived. For some special

cases in the discrete time risk model, the density functions of claim sizes have the shifted geometric distribution, and for the

collective risk model, they always have an exponential distribution. Presenting the numerical examples of infinite time ruin

probabilities and the simulated values of these probabilities and the Lundberg bound are the final results of this article.

Keywords: Exponential distribution, Infinite time ruin probability, Lundberg bound, Risk model, Shifted geometric distri-

bution.
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