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چکیده:
برآوردی می توان صفحه یک روی سوزنی بی قاعده و ”شانسی” کاملا پرتاب از آن در که است تصادفی تجربه ای بوفون سوزن کلاسیک مسئله

می شود. رها است شده افراز فاصله هم موازی خطوط با که صفحه ای روی به تصادف سوزن یک مسئله این در آورد. دست به π عدد برای آماری

دست به π عدد برای برآوردگری می کند برخورد خطوط از یکی با سوزن که دفعاتی تعداد برحسب شود، تکرار مستقل به طور بار چندین پرتاب اگر

نیز حالت این در است. شده افراز هم اندازه مستطیل های به فاصله هم عمودی و افقی خطوط به وسیله صفحه می کنیم فرض مقاله این در می آید.

به طور برآوردگر دو هر می دهیم نشان می آوریم. دست به π برای دیگری برآوردگر مستطیل یک اضلاع با سوزن برخورد دفعات تعداد برحسب

اساس بر برآوردگر می دهیم نشان و آورده دست به را برآوردگرها نسبی مجانبی کارایی آن ها، مقایسه به منظور هستند. نااریب و نرمال مجانبی

می شود. ارائه پرتاب تعدادی عملی نتایج و می آوریم دست به اطمینان فواصل π عدد برای همچنین می باشد. کاراتر مستطیل

نااریب مجانبی نرمال، مجانبی نسبی، مجانبی کارایی کلیدی: واژه های

π عدد برای برآوردگر دو ١

به طور ٢ℓ طول به سوزنی است: زیر شرح به بوفون سوزن مسئله

فواصل با افقی موازی خطوط به وسیله که صفحه ای روی «تصادفی»

آنگاه ،ℓ < d کنیم فرض اگر می شود. پرتاب است شده افراز ٢d یکسان

p١ = (٢ℓ)/(πd) با است برابر خطوط از یکی با سوزن برخورد احتمال

مسائل نوع از که بوفون سوزن مسئله ببینید). را ٣ رابطه یا و [٢] )

قرارگرفته موردبررسی مختلفی زوایای از می باشد، هندسی” ”احتمالات

منتظم چندضلعی یک  نظیر محدب لبه های با سطحی پرتاب مثلا است.

شبکه های به شده افراز صفحه ای گرفتن نظر در یا ([٧]) سوزن به جای

همچنین مسئله این .([۶]) افقی خطوط فقط به جای مثلثی یا مستطیلی

شده دور٣ راه از سنجش مبحث در جمله از متنوعی کاربردهای به منجر

بعد سه در بوفون سوزن مسئله فیزیکی کاربرد یک برای .([٣]) است

شبکه یک به ثابت، ولی دلخواه طول به ذراتی برخورد احتمال آن در که

از مختلفی جنبه های شود. مراجعه [٨] به است محاسبه شده مانند تور

از سوزن طول که حالتی گرفتن نظر در جمله از بوفون، سوزن مسئله

انتگرال، از استفاده بدون مسئله حل است، بیشتر خطوط بین فاصله

ببینید. را [۴] جاوا کدهای ارائه  و عملی محاسبات برخی

با سوزن برخورد دفعات تعداد نشان دهنده Mn تصادفی متغیر اگر

.Mn ∼ B(n, p١) آنگاه باشد مستقل پرتاب n در صفحه خطوط از یکی

بر مشروط است π عدد برای برآوردی (٢ℓn)/(Mnd) نسبت بنابراین

دلخواه عددی δ که Ln = max{Mn, δ} دهیم قرار اگر .Mn ̸= ٠ اینکه

داریم ε > ٠ هر برای و Ln > ٠ آنگاه است، (٠, ١) بازه در

P(|Ln −Mn| > ε) ≤ P(Mn = ٠) = (١ − p١)
n. (١)

تصادفی متغیر یک Mn چون که دارد قرار اساس این بر فوق نامساوی

نتیجه در و Mn ≥ ١ آنگاه Mn ̸= ٠ اگر پس است، نامنفی صحیح

وقتی Ln−Mn
P−→ ٠ احتمال در همگرایی بنابراین .|Ln −Mn| = ٠

شناخته شده ی برآوردگر به این ترتیب است. برقرار n → ∞

π̂١,n =
٢ℓ n
dLn

, (٢)

فواصل با موازی خطوط به شده افراز صفحه اساس بر π عدد برای

.([٢] ) می آید دست به یکسان
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نیز را هم فاصله عمودی خطوط افقی، خطوط بر علاوه مقاله این در

بر و می شود افراز مستطیلی شبکه ای به صفحه به طوری که گرفته نظر در

برآوردگری مستطیل، یک از ضلعی با برخوردها تصادفی تعداد اساس

داده های از پرتاب بار هر در بنابراین، میاید. دست به π عدد برای

دقت افزایش باعث می دهیم نشان که کرد استفاده می توان بیشتری

قرارگرفته موردبررسی مثلثی و مربعی شبکه های [۶] در می شود. برآورد

احتمال محاسبه برای است. ارائه شده پی عدد برای برآوردگرهایی و شده

مقاله در که شود مراجعه [١] به مستطیلی شبکه یک در سوزن برخورد

برآوردگر مجانبی خواص است. به دست آمده ساده تر دیدگاهی با حاضر

شبکه اساس بر برآوردگر و (٢) بوفون سوزن اصلی مسئله از حاصل

می دهیم نشان و می گیرد قرار موردبررسی مقاله این در ،(۴) مستطیلی

نااریب مجانبی به طور و بوده نرمال مجانبی توزیع دارای برآوردگر دو هر

واریانس از مستطیلی شبکه در برآوردگر مجانبی واریانس اما می باشند.

به عنوان π عدد برای است. کمتر بوفون سوزن اصلی مسئله در برآوردگر

و می آوریم دست به مجانبی اطمینان های فاصله مجهول، پارامتر یک

می دهیم نشان برآوردگر، دو این نسبی مجانبی کارایی آوردن دست به با

از استفاده با می باشد. کاراتر شکل مستطیل شبکه اساس بر برآوردگر

دو در را π عدد برآوردهای انجام شده، پرتاب تعدادی واقعی داده های

را آن ها طول و اطمینان فواصل همچنین و آورده دست به مذکور حالت

می کنیم. مقایسه

به فاصله هم افقی موازی خطوط به وسیله صفحه یک کنید فرض

یکسان مستطیل های به ٢c طول به فاصله هم عمودی خطوط و ٢d طول

از یکی با سوزن برخورد احتمال است. شده سنگفرش و افراز ٢c× ٢d

می آوریم. دست به زیر قضیه در را خطوط

اینکه احتمال صورت این در .ℓ < min{c, d} کنید فرض .١. ١ قضیۀ

است برابر کند قطع را صفحه در مستطیلی اضلاع از یکی حداقل سوزن

با:

p٢ =
٢ ℓ (c+ d)− ℓ٢

π c d
.

یعنی عمودی، و افقی خط یک با سوزن برخورد پیشامد اگر اثبات.

و A با ترتیب به را صفحه در مستطیل یک از ضلعی با سوزن برخورد

آنگاه دهیم، نشان B

p٢ = P(A ∪B) = P(A) +P(B)−P(A ∩B).

از سوزن مرکز فاصله ترتیب به را Y و X تصادفی متغیرهای

محور مثبت جهت با سوزن زاویه را θ و عمودی و افقی خط نزدیک ترین

پرتاب تصادفی آزمایش اگر ببینید. را ١ شکل بگیرید. نظر در افقی

و Y ،X آنگاه شود انجام شانسی» کاملا» و «یکنواخت» به طور سوزن

،(٠, d) بازه های روی ترتیب به یکنواخت توزیع های دارای و مستقل θ

برابر افقی خط یک با برخورد احتمال بنابراین هستند. (٠, π) و (٠, c)

با است

P(A) = P(X ≤ ℓ sin θ) =

∫ π

٠

∫ ℓ sin t

٠

١
πd

dx dt =
٢ℓ
πd

, (٣)

می شود عمودی خط یک با برخورد احتمال مشابه به طور و

P(B) = P(Y ≤ ℓ |cos θ|) = ٢ℓ
πc

.

در بنابراین cos θ < ٠ داریم θ ∈ (π/٢, π) ازای به اینکه به توجه با

.Y ≤ ℓ |cos θ| که می کند برخورد عمودی خط یک با سوزن صورتی

داریم همچنین

P(A ∩B) = P (X ≤ ℓ sin θ , Y ≤ ℓ |cos θ|) =∫ π/٢

٠

∫ ℓ sin t

٠

∫ ℓ cos t

٠

١
πcd

dy dx dt+∫ π

π/٢

∫ ℓ sin t

٠

∫ −ℓ cos t

٠

١
πcd

dy dx dt =
ℓ٢

πcd
,

نتیجه در و

p٢ =
٢ℓ
πd

+
٢ℓ
πc

− ℓ٢

πcd
=

٢ ℓ (c+ d)− ℓ٢

π c d
.

می آید: دست به زیر نتیجه فوق محاسبات از

مستقل پرتاب بار n از دفعاتی تعداد نشان دهنده Nn اگر .١. ٢ نتیجه

است، کرده برخورد صفحه در مستطیلی اضلاع از یکی با سوزن که باشد

نسبت ، Nn ̸= ٠ اینکه بر مشروط بنابراین .Nn ∼ B(n, p٢) آنگاه

قرار با حال می باشد. π برای برآوردی n(٢ℓ(c+ d)d− ℓ٢)/(cdNn)

است، (٠, ١) بازه در دلخواه عددی δ که Rn = max{Nn, δ} دادن

آماره

π̂٢,n =
(٢ l(c+ d)− ℓ٢)n

c dRn
, (۴)

این در می آوریم. دست به π برای دیگر برآوردگر یک به عنوان را

برقرار Rn − Nn
P−→ ٠ احتمال در همگرایی ، (١) همانند نیز حالت

٢d × ٢d مربع های توسط صفحه وقتی که یعنی ،c = d اگر می باشد.

داریم: است شده افراز

π̂٢,n =
(۴ℓd− ℓ٢)n

d٢ Rn
.
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مجانبی توزیع ٢

π̂٢,n و π̂١,n برآوردگرهای مجانبی خواص مطالعه به بخش این در

هستند. نرمال مجانبی به طور دو هر می دهیم نشان و پرداخته

آنگاه ،n → ∞ اگر .٢. ١ قضیۀ

√
n(π̂١,n − π)

d−→ N(٠, π٢(p−١
١ − ١))

√
n(π̂٢,n − π)

d−→ N(٠, π٢(p−١
٢ − ١)),

است. توزیع در همگرایی d−→ از منظور که

حد قضیه طبق بنابراین ،Mn ∼ B(n, p١) اینکه به توجه با اثبات.

مرکزی
Mn − np١√
np١)١ − p١)

d−→ N(٠, ١).

نتیجه ،((١) (رابطه Ln − Mn
P−→ ٠ احتمال در همگرایی طرفی از

می دهد

Ln −Mn√
np١)١ − p١)

P−→ ٠,

برقرار Xn
P−→ X توزیع) (یا احتمال در همگرایی اگر به طورکلی زیرا

تصادفی متغیرهای از دنباله ای یا حقیقی اعداد از دنباله ای {An} و باشد

(یا احتمال در همگرایی آنگاه باشد، A به توزیع یا احتمال در همگرا

با بنابراین .(۵٨ صفحه ،[۵]) است برقرار نیز AnXn
P−→ AX توزیع)

داریم اسلاتسکی قضیه از استفاده

(۵)
Ln − np١√
np١)١ − p١)

=
Mn − np١√
np١)١ − p١)

+
Ln −Mn√
np١)١ − p١)

d−→ N(٠, ١),

مشابه به طور و

Rn − np٢√
np١)٢ − p٢)

d−→ N(٠, ١). (۶)

در همگرایی ،n بر (۶) و (۵) روابط مخرج و صورت تقسیم با

می آوریم: دست به را زیر توزیع های

√
n
(
L̄n − p١

) d−→ N(٠, p١ (١ − p١))

√
n
(
R̄n − p٢

) d−→ N(٠, p٢ (١ − p٢)).

توابع گرفتن نظر در با .R̄n = Rn/n و L̄n = Ln/n که

g١(x) =
α١

x
, α١ =

٢ℓ
d

g٢(x) =
α٢

x
, α٢ =

٢ℓ(c+ d)− ℓ٢

cd

([۵]) دلتا روش از استفاده با بنابراین ،i = ١, ٢ برای g′
i(pi) ̸= ٠ چون

داریم

√
n(g١(L̄n)− g١(p١))

d−→ N(٠, (g
′
١(p١))

٢p١)١ − p١)),

√
n(g٢(R̄n)− g٢(p٢))

d−→ N(٠, (g
′
٢(p٢))

٢p١)٢ − p٢)).

می شود اثبات زیر توزیع در همگرایی جایگذاری، از پس که

√
n(π̂i,n − π)

d−→ N(٠, π٢(p−١
i − ١)), i = ١, ٢. (٧)

توزیع دارای π̂i,n برآوردگر بزرگ های n برای که می گیریم نتیجه

است. N(π, π٢(p−١
i − ١)/n) نرمال تقریبی

.i = ١, ٢ برای τ ٢
i = π٢(p−١

i − ١) دهید قرار

برای π̂٢,n و π̂١,n برآوردگرهای می دهد نشان (٧) رابطه .٢. ٢ نتیجه

τ ٢
١ ترتیب به مجانبی واریانس های با نااریب مجانبی به طور π پارامتر

.τ ٢
٢ < τ ٢

١ داریم p١ < p٢ چون و هستند τ ٢
٢ و

١ − α مجانبی ضریب با اطمینان فواصل ،(٧) روابط از .٢. ٣ نتیجه

به صورت ترتیب به مستطیل و موازی خطوط اساس بر π پارامتر برای

می آیند: دست به زیر

π̂١,n

(
١ − zα/٢

√
L−١

n − n−١, ١ + zα/٢

√
L−١

n − n−١
)

(٨)

π̂٢,n

(
١ − zα/٢

√
R−١

n − n−١, ١ + zα/٢

√
R−١

n − n−١
)
. (٩)

c(a, b) = (ca, cb) تساوی از بازه ها نوشتن در اختصار برای

است. استاندارد نرمال توزیع α مرتبه بالایی چندک zα و استفاده شده

اعداد قانون طبق چون که دارد قرار اساس این بر فوق ادعای اثبات

بنابراین ،π̂i,n
P−→ π بزرگ

π̂i,n

αi

P−→ pi, i = ١, ٢,

،[۵]) توزیع در همگرایی حدی خواص از استفاده و (٧) طبق نتیجه در و

،(۵٨ صفحه

√
n(π̂i,n − π)

π̂i,n

√
π̂i,n

αi
− ١

=

√
n(π̂i,n − π)

π
√

p−١
i − ١

π
√

p−١
i − ١

π̂i,n

√
π̂i,n

αi
− ١

d−→ N(٠, ١).

،Rn = π̂١,n/n و Ln = π̂١,n/n تساوی های گرفتن نظر در با حال

می آیند. دست به مجانبی اطمینان فواصل
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مجانبی نسبی کارایی ٣

شرح به برآوردگرها مجانبی نسبی کارایی محاسبه به بخش این در

اندازه از است عبارت n′ = n′(n) کنید فرض می پردازیم. زیر

داشته را حدی توزیع همان π̂٢,n برآوردگر آن اساس بر که نمونه ای

حدی رابطه به عبارت دیگر دارد، n نمونه اندازه اساس بر π̂١,n که باشد

π̂١,n نسبی مجانبی کارایی باشد. برقرار √n(π̂٢,n′ −π)
d−→ N(٠, τ ٢

١ )

از است عبارت تعریف طبق π̂٢,n به نسبت

e١,٢ = lim
n→∞

n′(n)

n

واضح تعریف به توجه با باشد([۵]). داشته وجود حد اینکه به مشروط

داریم: را زیر نتیجه .e٢,١ = e−١
١,٢ که است

و دارد وجود π̂١,n به نسبت π̂٢,n نسبی مجانبی کارایی .٣. ١ گزارۀ

با است برابر

e٢,١ =
p١)٢ − p١)

p١)١ − p٢)
.

می نویسیم: [۵] از تبعیت به اثبات.

√
n(π̂٢,n′ − π) =

√
n

n′

√
n′(π̂٢,n′ − π).

،N(٠, τ ٢
٢ ) با است برابر

√
n′(π̂٢,n′ −π) حدی توزیع ٧ طبق چون

تنها و اگر است N(٠, τ ٢
١ ) حدی توزیع دارای √

n(π̂٢,n′ − π) بنابراین

با است برابر صورت این در و باشد داشته وجود limn/n′ حد اگر

e٢,١ = lim
n→∞

n

n′ =
τ ٢

١

τ ٢
٢
=

p١)٢ − p١)

p١)١ − p٢)
.

مجانبی، به طور یعنی ،e١,٢ > ١ می شود نتیجه p١ < p٢ نامساوی از

دقت همان موازی خطوط مدل در برآوردگر اینکه برای لازم نمونه اندازه

می باشد. بیشتر باشد داشته را مستطیلی شبکه مدل برآوردگر

پرتاب آزمایش سانتیمتر، ٢c = ٢d = ۴٠ و ٢ℓ = ۴٫٣ برای .٣. ٢ مثال

دفعات تعداد آن ها از که انجام شده مرتبه n = ۴۴٠ تعداد به سوزن

ضلع یک با برخورد دفعات و مرتبه Ln = ٢٧ افقی خط یک با برخورد

برای زیر برآوردهای بنابراین است. به دست آمده مرتبه Rn = ٨٠ مربع

میایند: دست به π عدد

π̂١,n =
٢ℓ n
dLn

= ٣٫۵٠٣٧

π̂٢,n =
(۴ℓd− ℓ٢)n

d٢ Rn
= ٣٫٠١٨٣

می کنیم ملاحظه است. آمده ١ جدول در آن ها طول و اطمینان فواصل

طول برابر ١٫۶ تقریباً موازی خطوط اساس بر اطمینان فاصله طول که

نتیجه در و می باشد شکل مربع افرازهای اساس بر اطمینان فاصله

است. کمتر حالت این در برآورد خطای

مدل پارامترهای ۴

شبکه مدل در برآورد دقت در c, d, ℓ پارامترهای تأثیر بررسی به منظور

صورت این در .γ٢ = ℓ/c و γ١ = ℓ/d دهید قرار مستطیلی،

و ٠ < γi < ١

p٢ =
٢ ℓ (c+ d)− ℓ٢

π c d
=

٢(γ١ + γ٢)− γ١γ٢

π
.

بنابراین

p٢ > max

{
٢γ١

π
,

٢γ٢

π

}
= max

{
٢ℓ
πc

,
٢ℓ
πd

}
.

مستطیل  افرازهای اساس بر برآورد که می گیریم نتیجه نامساوی این از

و (افقی موازی خطوط به نسبت کمتری مجانبی واریانس دارای

از نزولی تابعی مجانبی واریانس (٧) طبق زیرا می باشد، عمودی)

γ١ > γ٢ داریم c > d مثلا فرض با دیگر سوی از است. برخورد احتمال

با است معادل که

۴γ٢ − γ٢
٢ < ٢(γ١ + γ٢)− γ١γ٢ < ۴γ١ − γ٢

١ .

است. صعودی تابعی (٠, ١) بازه در f(x) = ۴x−x٢ تابع که کنید توجه

مربع های با کمتری مجانبی واریانس ،ℓ گرفتن نظر در ثابت با بنابراین

واریانس ولی میاید دست به ٢d× ٢c مستطیل های به نسبت ٢d× ٢d

.(c > d فرض با (البته ٢c× ٢c مربع های با مقایسه در بزرگ تر



٧١ -۶٧ ص ،۵٢ پیاپی شماره ،١۴٠٠ زمستان و پاییز ،٢ شماره ششم، و بیست سال آماری، ٧١اندیشه

Y ≤ ℓ |cos θ| یا X ≤ ℓ sin θ اگر می کند برخورد ضلع یک با سوزن شکل١.

٣. ٢ مثال داده های اطمینان فواصل و برآوردها .١ جدول
برآوردگر برآورد اطمینان فاصله اطمینان فاصله طول

π̂١,n ٣٫۵٠٣٧ (٢٫٢٢٣, ۴٫٧٨۴) ٢٫۵۶١

π̂٢,n ٣٫٠١٨٣ (٢٫۶٨٨, ۴٫٣١٩) ١٫۶٣١
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Statistical estimation of the number π by rectangles in Buffon’s needle problem
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Kh. Fazli,1 K. Arzideh2

Abstract:

The Buffon’s needle problem is a random experiment leading to estimate of the number π by ”randomly” throwing a needle

onto a plane partitioned by parallel lines. Indeed, in the independently repetitions of the experiment, based on the number of

times where the needle will cross a line, one can construct an estimator of π. The aim of this note is to obtain a better new

estimator (in some sense) by considering a model where the plane is partitioned by rectangles. We show that both estimators

are asymptotically normal and unbiased. We calculate the asymptotic relative efficiency of the estimators and show that the

new estimator based on the rectangles is more efficient. We obtain also the confidence intervals for π. The data of a real

experiment is provided.

Keywords: Asymptotic relative efficiency, asymptotically normal, asymptotically unbiased.
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