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چکیده:
پژوهش این در می دهد. ارائه هستند پرت داده تعدادي شامل داده ها که موقعیت هایی با مواجهه در استوار برآورد یک چگالی توان واگرایی کمترین روش
از عددي مثال چند با ادامه در و پرداخته خطی رگرسیون مدل پارامترهاي برآورد براي چگالی توان واگرایی کمترین استوار برآوردگر از استفاده و معرفی به

می دهیم. نشان هستند پرت داده تعدادي شامل که داده هایی مجموعه با مواجهه در را برآوردگر این استواري خطی، رگرسیون
رگرسیون بلژیک، تلفن داده هاي پرت، داده درستنمایی، ماکسیمم برآوردگر چگالی، توان واگرایی کمترین برآوردگر برآوردیابی، کلیدي: واژه هاي

استوار.

مقدمه ١

آماري استنباط در مهم روش هاي از یکی فاصله، کمترین روش از استفاده
مینیمم وسیله به را خود موردعلاقه پارامتر روش، این در می رود. شمار به
برآورد گرفته شده نظر در مدل و داده ها بین مناسب اندازه یک کردن
موقعیت هایی با مجهول پارامترهاي برآورد براي موارد بیشتر در . می کنیم[۴]
اوقات اغلب و هستند پرت داده تعدادي شامل داده ها که می شویم روبه رو
در گاهی حتی و کنیم صرف نظر پرت نقاط این از به سادگی نمی توانیم نیز
می رسد. نظر به مشکل بسیار پرت داده هاي این تشخیص چندمتغیره داده هاي
درست ترین همیشه داده ها مجموعه از پرت داده هاي کردن حذف بنابراین
روش هاي از پرت داده هاي این حذف جاي به است بهتر و نمی باشد راه حل
پرت داده هاي با مواجهه در استوار برآوردگرهاي کنیم. استفاده برآورد استوار
ندارد وجود پرتی داده که مواقع سایر در و داده نشان خود از کمتري حساسیت
اغلب اینکه دلیل به می دهد. ارائه معمول برآوردگرهاي سایر شبیه برآوردي
واگرایی خانواده جمله از چگالی بر مبتنی واگرایی کمترین برآوردگرهاي
آن ها از می توان بنابراین [۴] هستند استواري خصوصیت داراي چگالی توان
پرت داده تعدادي شامل داده ها که زمانی موردنظر پارامترهاي برآورد براي
پارامتر ، ٣ چگالی توان واگرایی کمترین خانواده در کرد. استفاده هستند
داده ها واقعی چگالی تابع بین فاصله کردن مینیمم طریق از را خود موردعلاقه
MDPD خانواده می کنیم. برآورد آن ها براي گرفته نظر در مدل چگالی تابع و

چون محققانی و شد معرفی [١] باسو توسط ١٩٩٨ سال در بار اولین براي
خواص خود تحقیقات و...در [٢] ایسایا و دوریو ، [٣] و [۴] باسو و گوش
برآوردگر این استفاده موارد همچنین و کارایی استواري، سازگاري، مجانبی،
فرضیه  آزمون هاي و متفاوت اطمینان هاي فاصله نقطه اي، برآورد زمینه در را
نامنفی پارامتر خانواده، این در تأثیرگذار پارامتر تنها داده اند. قرار موردبررسی

می کند. برقرار را برآوردگر این استواري و کارایی بین تعادل که است α

توان واگرایی کمترین برآوردگر ٢

چگالی
χ تکیه گاه و g چگالی تابع با توزیع یک G که کنید فرض .٢. ١ تعریف
خانواده اي Fθ = { fθ (x) : θ ∈ Θ,x ∈ χ} که کنید فرض همچنین باشد.
چگالی توان واگرایی اندازه آنگاه باشد. Θ ⊆ Rp و p ≥ ١ و چگالی توابع از
تعریف زیر صورت به g و چگالی خانواده درون چگالی هاي از یکی f بین

می شود:

dα (g, f ) =
∫

χ
{ f ١+α (x)− (١+

١
α
) f α (x)g(x) (١)

+
١
α

g١+α (x)}dx. α > ٠
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داریم: α = ٠ خاص حالت در

d٠(g, f ) = lim
α→٠

dα (g, f ) =
∫

χ
g(x) ln(

g(x)
f (x)

)dx.

۴ کولبک-لیبلر واگرایی اندازه همان واقع در خاص آماري فاصله این
واقع در می آید دست به عبارت این سازي مینیمم از که برآوردگري و است
بردار MDPD برآوردگر اگر است. درستنمایی ماکسیمم برآوردگر همان

آنگاه دهیم، نشان Tα (G)وسیله به را θ پارامتري

dα ( fα , fTα (G)) = min
θ⊆Θ

dα (g, fθ ). (٢)

فرآیند در و است θ از مستقل سوم عبارت (١) رابطه در که باشید داشته توجه
نمی شود. استفاده عبارت این از سازي مینیمم

چگالی توان واگرایی کمترین برآوردگر ٢. ١
توزیع هم و مستقل مشاهدات براي

واقعی توزیع از توزیع هم و مستقل تصادفی نمونه یک x١, ...,xn کنید فرض
پارامتر برآورد براي MDPD برآوردگر کردیم اشاره که همان طور باشد. g

می آوریم: دست به زیر عبارت کردن مینیمم از را θ مجهول
∫

f ١+α
θ (x)dx− (١+

١
α
)
∫

f α
θ (x)dG(x),

توزیع اوقات اکثر در است. G(x) توزیع تابع دیفرانسیل dG(x) که طوري به
Gn(.) تجربی توزیع یعنی آن تقریب از بنابراین و است ناشناخته G واقعی
با x١, ...,xn نقاط روي گسسته اندازه یک Gn(x) می دانیم می شود. استفاده
در ،∫ f α

θ dGn(x) = ∑n
i=١

١
n f α

θ (Xi) داریم بنابراین است، ١
n یکسان اندازه

عبارت کردن مینیمم وسیله به می توان را θ پارامتر MDPD برآوردگر نتیجه
کرد. محاسبه زیر

Hα (θ) =
∫

f ١+α
θ (x)dx− (١+

١
α
)

١
n

n

∑
i=١

f α
θ (Xi). (٣)

رابطه از گرفتن مشتق با آنگاه بنامیم، Uα (θ) را θ به نسبت Hα (θ) مشتق اگر
بود. خواهد زیر صورت به برآوردي معادله θ به نسبت (٣)

Uα (θ) =
∫

u١+α
θ (x) f ١+α

θ (x)− ١
n

n

∑
i=١

uθ (Xi) f α
θ (Xi) = ٠.

معادله وزنی مدل صورت به معادله این .uθ (x) = ∂
∂θ log fθ (x) هنگامی که

α > تمام٠ براي اینکه به توجه با می شود. گرفته نظر در درستنمایی ماکسیمم
مد نقطه به که مشاهداتی به و پایین تر وزن پرت، مشاهدات براي معادله این
مقدار چه هر بنابراین می دهد. اختصاص بیشتري وزن باشند نزدیک تر داده ها
در شد. خواهد بیشتر MDPD برآوردگر استواري باشد نزدیک تر یک به α

برآوردگر همان MDPD برآوردگر حالت این (در α = که٠ حالتی در مقابل

به که آن هایی حتی مشاهدات تمام است) درستنمایی ماکسیمم استوار غیر
انتخاب عملاً می گیرند. خود به یک برابر وزنی می شناسیم پرت داده عنوان
روش با مقایسه در برآوردگر مجانبی کارایی بهبود باعث صفر، به نزدیک α

و کارایی بین توازن یک MDPD برآوردگر بنابراین می شود. فاصله کمترین
می کند. برقرار استواري

چگالی توان واگرایی کمترین برآوردگر ٢. ٢
توزیع هم غیر و مستقل مشاهدات براي

هر براي و n حجم به مستقل تصادفی نمونه یک Y١, ...,Yn کنید فرض
ممکن اگرچه تصادفی نمونه این که کنید توجه باشد. Yi ∼ gi ، i = ١, ...,n

مشترك θ پارامتر در آن ها همگی ولی باشند داشته متفاوتی توزیع هاي است
داده ها بین اختلاف باید ما موردنظر پارامتر برآورد براي حالت این در هستند.
تمامی کنیم سعی سپس و کرده محاسبه نقطه هر براي جداگانه به طور را مدل و
کردن مینیمم براي که است این ساده تر راه حل یک کنیم. مینیمم را فواصل این
تمام از آن، براي گرفته نظر در مدل با واقعی چگالی هر بین فواصل تک تک
میانگین نقطه، هر براي گرفته نظر در مدل و واقعی چگالی هاي بین فواصل
مجهول چگالی جاي به اگر کنیم. مینیمم را حاصل میانگین سپس و بگیریم
را ĝi و fi چگالی هر بین فاصله و کرده استفاده ĝi آن برآورد از داده ها واقعی

عبارت کردن مینیمم از آنگاه دهیم نشان dα (ĝi, fi(.;θ)),θ ∈ Θ با
١
n

n

∑
i=١

dα (ĝi, fi(.;θ)),θ ∈ Θ, i = ١, ...,n,

تابع هر از حالت این در اینکه دلیل به می کنیم. برآورد را موردنظر پارامتر
که مجبوریم بنابراین داریم دسترس در Yi نقطه یک تنها ، gi واقعی چگالی
بنابراین و کنیم استفاده Yi نقطه در شده تباهیده توزیع از gi چگالی تخمین در

dα (ĝi, fi(.;θ)) =∫
fi(y;θ)١+α dy− (١+

١
α
) fi(Yi;θ)α + K, (۴)

کافی θ برآورد براي بنابراین است. θ پارامتر از مستقل و ثابت یک K که
کنیم. مینیمم را زیر هدف تابع که است

Hn(θ) =
١
n

n

∑
i=١

{
∫

fi(y;θ)١+α dy− (١+
١
α
) fi(Yi;θ)α}

=
١
n

n

∑
i=١

Vi(Yi;θ), (۵)

مشتق با است. Vi(Yi;θ) =
∫

fi(y;θ)١+α dy− (١ + ١
α ) fi(Yi;θ)α که

می آید. در زیر صورت به برآورد معادله ، θ به نسبت (۵) رابطه از گرفتن

▽
n

∑
i=١

Vi(Yi;θ) =
n

∑
i=١

{ fi(Yi;θ)α ui(Yi;θ)

−
∫

fi(y;θ)١+α ui(y;θ)dy} = ٠, (۶)
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داریم و است θ به نسبت جزئی مشتق بالا عبارات در ▽ از منظور که
که است نااریب زمانی بالا برآوردي معادله .ui(y;θ) = ▽ ln fi(y;θ)

ازاي به gi می کنند) پیروي آن از داده ها که واقعی (چگالی مولد چگالی
Fi,θ = یعنی گرفته شده نظر در مدل چگالی خانواده به متعلق i = ١,٢, ...

زمانی ما موردنظر هدف تابع α → اگر٠ باشد. { fi(.;θ) : θ ∈ Θ}

معادل که شود مینیمم ١
n ∑n

i=١{− ln( fi(Yi;θ))} عبارت که می شود مینیمم
محاسبات لذا و می باشد ١

n ∑n
i=١{ln( fi(Yi;θ))} عبارت کردن ماکسیمم با

برآوردگر به طورکلی می شود. درستنمایی ماکسیمم برآوردگر به منجر
ولی مستقل مشاهدات براي Tα (G١, ...,Gn) چگالی توان واگرایی کمترین

کند: صدق زیر عبارت در که است برآوردگري آن توزیع هم غیر

١
n

n

∑
i=١

dα (gi(.), fi(.;Tα (G١, ...,Gn)))

= min
θ∈Θ

١
n

n

∑
i=١

dα (gi(.), fi(.;θ)). (٧)

است Θ پارامتري فضاي در θ پارامتر از مقداري آن MDPD برآوردگر یعنی
شود. مینیمم ها fi و ها giبین فواصل تمام میانگین آن ازاي به که

استفاده با خطی رگرسیون ضرایب برآورد ٢. ٣
توان واگرایی کمترین برآوردگر از

چگالی

خطی رگرسیون بحث توزیع، هم غیر و مستقل داده هاي از آشنا مثال یک
برآوردگر کاربرد مورد در خلاصه به طور (۵ -٣ (بخش [١] باسو است.
است. داده ارائه توضیحاتی خطی رگرسیون پارامترهاي برآورد در MDPD

می شود: تعریف زیر صورت به خطی رگرسیون مدل
yi = xT

i β + εi, i = ١, ...,n,

واریانس و صفر میانگین با نرمال تصادفی متغیرهاي εi(خطاها) وقتی که
مربوط مستقل متغیرهاي بردار xT

i =(xi١, ...,xip)همچنین هستند. σ مجهول٢
می باشند. رگرسیونی ضرایب بردار β = (β١, ...,βp)

T و مشاهده iامُین به
متغیرهاي ها yi یعنی .yi ∼N(xT

i β ,σ ٢) ، i= ١, ...,n و i هر ازاي به بنابراین
پارامتري بردار برآورد ما هدف هستند. توزیع هم غیر و مستقل تصادفی
غیر و مستقل داده ها که حالتی در که دادیم نشان است. θ = (β T ,σ ٢)T

کردن مینیمم وسیله به را θ بردار MDPD برآورد می توانیم هستند توزیع هم

داریم: (۵) عبارت در fi جایگذاري با بیاوریم. دست به (۵) عبارت

Hn(θ)

=
١
n

n

∑
i=١

{
١

(
√

٢πσ ٢)α .
١√

١+α − ( ١+α
α )( ١

(
√

٢πσ ٢)α )e
−α

٢σ ٢ (yi−xT
i β )٢

}
=

١
n

n

∑
i=١

Vi(yi;θ ,xi).

σ ٢ و β j به نسبت جزئی مشتق ترتیب به را ∇p+١ و ∇ j, j = ١, ..., p اگر
داریم: آنگاه کنیم تعریف

∇ j(Vi(yi;θ ,xi))

=−(
١+α

α
).

(−(−α))

σ ٢+α (٢π)
α
٢

xi j(yi −xT
i β )e

−α
٢σ ٢ (yi−xT

i β )٢

=− ١+α
(٢π)

α
٢ σα+٢

xi j(yi −xT
i β )e

−α
٢σ ٢ (yi−xT

i β )٢
, (٨)

همچنین و

∇p+١(Vi(yi;θ ,xi))

=
−α

٢(٢π)
α
٢
√

١+ασα+٢

+(
١+α

α
)(

α
٢(٢π)

α
٢ σα+٢

)e
−α

٢σ ٢ (yi−xT
i β )٢

+
α(yi −xT

i β )٢(١+α)

٢α σα+۴(٢π)
α
٢

e
−α

٢σ ٢ (yi−xT
i β )٢

=− ١
(٢π)

α
٢

×
[

α
٢σ α+٢

√
١+α − (١+α)e−α(yi−xT

i β )٢

٢σ α+٢ (١− (yi−xT
i β )٢

σ ٢ )

]
. (٩)

گفته شده مشتقات رگرسیونی ضرایب برآورد آوردن دست به براي بنابراین
می دهیم. قرار صفر برابر را

=⇒
n

∑
i=١

(xi j(yi −xT
i β ))e

−α
٢σ ٢ (yi−xT

i β )٢
= ٠, j = ١, ..., p . (١٠)

=⇒
n

∑
i=١

(١−
(yi −xT

i β )٢

σ ٢ )e−α(yi−xT
i β )٢

=
α

(١+α)
٣
٢
. (١١)

کردن حل با (p)رگرسیون مدل در به کاررفته مستقل متغیرهاي تعداد به توجه با
پارامتري بردار برآورد آن ها ریشه هاي آوردن دست به و (١١) و (١٠) معادلات
محاسبه نحوه قبل بخش هاي در می آید. دست به θ̂ T

= (β̂
T
, σ̂ ٢) یعنی θ

چگالی داراي توزیع هم غیر و مستقل داده هاي براي MDPD برآوردگرهاي
براي MDPD برآوردگر آوردن دست به براي که کنید توجه شد، ارائه نرمال
سپس و خودمان موردنظر چگالی تابع جایگذاري با می توانیم چگالی، تابع هر
محاسبه این روش از را موردنظر برآوردهاي به دست آمده معادلات کردن حل

کنیم.
5Least Median Square(LMS)
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عددي مطالعات ۴ .٢
روش استواري خصوصیت بهتر چه هر مقایسه براي زیر واقعی مثال در
و درستنمایی ماکسیمم روش ،MDPD روش سه از را برآوردها ،MDPD

کرده ایم. مقایسه را نتایج و کرده ارائه ۵ میانه استوار برآورد روش

از واقعی مثال یک عنوان به بلژیک تلفن داده هاي مجموعه .٢. ٢ مثال
مجموعه این فصل٢). ،٢ (جدول [۵] است گرفته شده نظر در خطی رگرسیون
مکالمات تعداد شامل و تهیه بلژیک کشور اقتصاد وزارت توسط داده ها
عنوان به سال داده ها این در است. ١٩٧٣ سال تا ١٩۵٠ سال از بین المللی
است. گرفته شده نظر در وابسته متغیر عنوان به مکالمات تعداد و مستقل متغیر
و α مختلف مقدار چندین ازاي به MDPD روش از برآورد داده ها این براي
داده ها این پراکنش نمودار و (١) جدول در میانه رگرسیون روش از برآورد
مقدار چندین ازاي به MDPD روش از شده برازش خط هاي بعضی همراه به
داده شده نشان (١) شکل در میانه روش از شده برازش خط همراه به α مختلف
ماکسیمم برآورد با متناظر که α = ٠ ازاي به داده ها به شده برازش خط است.
مناسبی برآورد و قرارگرفته پرت داده هاي تأثیر تحت به شدت است درستنمایی
روش و α = ٠/۴ ازاي به MDPD روش از شده برازش خط همچنین نیست،
را MDPD روش استواري نکته این که بوده، منطبق یکدیگر بر کاملاً میانه

می دهد نشان خوبی به نیز (١) جدول در شده برآورد مقادیر می دهد. نشان
بسیار برآوردي میانه، رگرسیون روش همانند α ≥ ٠٫۴ با MDPD روش که
که است ذکر به لازم می دهد. نشان خود از پرت داده هاي با مواجهه در استوار
برآوردگر به نسبت بالاتري کارایی از MDPD روش از حاصل برآوردهاي

هستند. برخوردار LMS

MDPD برآوردگر استوار رفتار داریم قصد شبیه سازي این در .٢. ٣ مثال
را اصلی نمونه اگر دهیم. نشان پرت داده هاي افزایش با مواجهه در را
که طوري به باشد Y = Xni + ε مدل از تولیدشده داده ٢٠٠ شامل که
نظر در ε ∼ N (٠,٠٫١) و Xn٢٠=٢ ∼ U (٠٫۵,١) ، Xn١٨٠=١ ∼ U (٠,٠٫۵)

مدل از پرت داده m = ۵(١٠,٢٠) تعداد ترتیب به مرحله هر در و بگیریم
تولید را باشند، ε ∼ N (٠,٠٫٠۵) و X ∼ U (٠٫٧,١) که Y = ٠٫۵X + ε

از را رگرسیونی ضرایب برآورد مرحله هر براي و کنیم اضافه داده ها به و
براي و شبیه سازي این از به دست آمده نتایج می کنیم. محاسبه MDPD روش
ماکسیمم برآوردگر می دهد نشان که ارائه شده، (٢) جدول در تکرار بار ١٠٠
تحت به شدت پرت داده کم تعداد براي حتی (α = ٠ با (متناظر درستنمایی
استواري α > ٠ مقادیر با MDPD روش که صورتی در می گیرد. قرار تأثیر
برآوردي و داده نشان خود از پرت داده هاي این افزایش با مواجهه در بالایی

است. داده ارائه استوار
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α مختلف مقدار چندین با MDPD روش و درستنمایی ماکسیمم روش میانه، روش از بلژیک تلفن داده هاي رگرسیونی ضرایب برآورد :١ شکل



۴٣٧- ٢ ص ،۴٨ پیاپی شماره ،١٣٩٨ زمستان و پاییز دوم، شماره چهارم، و بیست سال آماري، ۴١اندیشه

α ٠(MLE) ٠٫٠۵ ٠٫١ ٠٫٢۵ ٠٫۴ ٠٫۵ ٠٫٨ ١ LMS

β٠ −٢۶٫٠١ −٢۵٫۵٣ −٢۴٫٩۴ −٢١٫٩٧ −۵٫٢۴ −۵٫٢۶ −۵٫٣١ −۵٫٣۶ −۵٫۶١

β١ ٠٫۵٠ ٠٫۵٠ ٠٫۴٨ ٠٫۴٣ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١٢

σ ۵٫٣٨ ۵٫۴٠ ۵٫۴١ ۵٫٢٩ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١٢ ٠٫١٢ −−−

میانه روش از برآورد و α مختلف مقادیر براي MDPD روش از بلژیک تلفن داده هاي رگرسیونی ضرایب برآورد :١ جدول

m = ۵ m = ١٠ m = ٢٠

MLE(α = ٠) β٠ ٠/٠٢١(۵/١٠×٧−۴) ٠/٠۴(٣−١٠×١/٨)١ ٠/٠۶۶(۴/۵×٣−١٠)
β١ (١−١٠×١/٣)٠/٨٩٣ ٠/٧٩٩(۴/٢−١٠×١٣) ٠/۶٩۴(٩۴/۶×٣−١٠)
σ ٢ (١−١٠×٨/١)١/٠٠ (١−١٠×٨/١)١/٠٠ (١−١٠×٨/١)١/٠٠

α = ٠/۵ β٠ ٠/٠٠٠(١٠×٢/١٢−۴) ٠/٠٠۴(٢/٠۴×١٠−۴) ٠/٠١٢(۶/١٠×٩−۴)
β١ ٠/٩٩۵(١٠×١٨/٣−۴) ٠/٩٨۵(٣−١٠×٢/٢٩) ٠/٩۴۶(٢−١٠×١/١)
σ ٢ ٠/١٠١(٠/۴١٠×٠−۴) ٠/١٠٢(٠/۶۵×١٠−۴) ٠/١١١(١٠×٢/٢−۴)

α = ١ β٠ ٠/٠٠٠(١٠×٢/١٧−۴) −٠/٠٠١(٢/٣۶×١٠−۴) ٠/٠٠٢(٢/۵×١٠−۴)
β١ ٠/٩٩٩(١۶/١٠×٠−۴) ١/٠٠١(١٠×٢٠/٣−۴) ٠/٩٩١(١٠×٢٢/٧−۴)
σ ٢ ٠/١٠٠(٠/۵۶×١٠−۴) ٠/١٠٢(٠/۵١٠×٢−۴) ٠/١٠۶(١٠×٠/٨٣−۴)

پرت داده مختلف مقادیر با MDPD روش از پرانتز) MSE(داخل و رگرسیونی ضرایب برآورد :٢ جدول

نتیجه گیري و بحث

رگرسیون مدل پارامترهاي برآورد در کلاسیک و متداول روش هاي از یکی
روش این مهم مشکلات از یکی اما می باشد. درستنمایی ماکسیمم روش خطی
تحت می آید دست به این روش از استفاده با که برآوردگرهایی که است این
استواري و قرارگرفته دارند وجود داده ها در احیاناً که پرتی داده هاي تأثیر
اخیر سال هاي در مشکل این بر غلبه براي می دهند. نشان خود از کمی

این گردیدند. معرفی M برآوردگرهاي و میانه روش مانند مختلفی روش هاي
ندارند. چندانی کارایی مقابل در اما دارند بالایی استواري هرچند برآوردگرها
برآوردگرهاي نام به برآوردگرها از جدیدي نوع معرفی هدف پژوهش این در
علاوه MDPD برآوردگرهاي است. خطی رگرسیون مدل هاي در MDPD

می دهند نشان خود از پرت داده هاي با مواجهه در مناسبی استواري اینکه بر
برآوردگرهاي بین از MDPD برآوردگرهاي واقع در دارند. بالایی کارایی
دهد. نشان خود از بالاتري کارایی که می کند انتخاب را برآوردگري استوار
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